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Funciones de varias variables
Funcion vectorial de n variables
Definicién
Una funcién de m componentes y de n variables es una correspondencia
que asigna a cada punto X de un cierto conjunto A C R” un punto de R™

que denotamos por ¥ = f(X). Si m = 1 se dice que f es una funcién real
o un campo escalar. Si m > 1 se dice que la funcién es vectorial.

Una funcién f : AC R" — R™
(X1, %2, ..., Xn) € R" ~» f(x1, %2, ...y Xn) = (Y1, Y2, -+ -, Ym) € R™,
puede descomponerse, de modo natural, en m aplicaciones reales
fi :R"—R,
que se llaman funciones componentes de f, y se definen como

fk(Y):yk, k=1,2,....,m
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Funciones de varias variables

Ejemplos: Funciones reales o campos escalares
@ Proyecciones candnicas en R?, en R3 0 en R™:
Pi(x,y) = x, P2(x,y) =y,
Pi(x,y,z) = x,Pa(x,y,2z) = y, P3(x,y,2z) = z,
Pi(x1,%2, ..y Xn) = X1y« Pa(X1,X2, ..., Xn) = Xn,

@ Polinomios en R"” (combinaciones lineales de productos de las
proyecciones candnicas):
f(x,y,z) =x?y"2% —5x3y +1
© Funciones racionales (cocientes de polinomios):
22

R(x,y) = 3);27+yy3
© Composiciones con funciones reales:

i) f(x,y)= lej:; i) f(x,y,z) =log(1+ x>+ y? +2z%)
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Funciones de varias variables
Ejemplos: Funciones vectoriales
© Curvas en el plano (n=1,m = 2):
7(t) = (2cost,—3sent), 0 < t < 27.
@ Curvas en el espacio (n=1,m = 3):
7(t) = (4cost,4sent,t), 0 <t <4r.

© Curvasen R™ (n=1,m).

7(t) = (rn(t), r(t), ... rm(t)).

© Otras funciones vectoriales:
O n=2, m=3: B

f(x,y)=(x+y,1,x/y)

@ n=4, m=3: _
f(x,y,z,t) = (xcosy,x",3xy + 2zt)
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Funciones de varias variables

Funcion vectorial de n variables
Definicion (Dominio)

Sea f una funcién de n variables. EI dominio de f que denotaremos por
D(f) es el conjunto donde la funcién esta definida:

D(f) = {% € R" | existe f(X)}.

Ejemplos
_ 2 _ o2 _ _
Q f(x,y)= CEGER) D(f) =R \({x=5tU{y =T7}).
Q f(x,y) = L . Completando cuadrados en el

x2+y2 —2x+2y
denominador, tenemos (x — 1)2 + (y + 1)? = 2, que es una
circunferencia de centro (1, —1) y de radio v/2.
0 flx.y) = log(x? +y? — 1)
4—x2—y2
x? 4 y? > 1, laraiz si x> + y?> < 4 y el denominador si x> + y? £ 4 .

. El logaritmo esta definido si

Dom(f) = {(x,y);1 < x*> +y? <4}
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Funciones de varias variables

Funcion vectorial de n variables

Definicion (Grafica)
Sea f: ACR"— R™. La grafica de f es
Graf (f) = {(x,y) € R™™ |x € D(f),y = f(xX)}.
Ejemplos
@ Un plano Ax + By + Cz = D con C # 0 es la gréfica de
f(x,y) = %(D — Ax — By).

@ La gréfica de f(x,y) = Ax? + By? con AB > 0 es un paraboloide con
vértice esta en el origen. jCual es la grafica de
f(x,y) =A(x —a)>+ B(y — b)> + C?

© ;Cudl es la grafica de la funcién
f(x,y) =16 — 4x2 — y27
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Funciones de varias variables

Funcion vectorial de n variables

Ejemplos
© La gréfica de f(x,y) = \/x? + y? es la rama superior del cono
72 = x? 4 y?. ;Cudl es la grafica de
f(x,y) =+/(x—a)2+(y — b)2+ C.?
Q La grificade f(x,y)=c++/r2—(x—a)2—(y — b)? esla
semi-esfera superior de centro (a, b, c¢) y de radio r.

© La funcién definida a trozos:
1 six>0
f(X“V)_{ 0 six<O

es un escaldn de altura 1 sobre la recta x = 0.

Q ; Qué condicién tiene que cumplir un conjunto de R3 para que sea la
grafica de una funcién f : A C R? — R?
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Funciones de varias variables

Funcion real de 2 variables

Definicion (Curva de nivel)

Sea f: ACR?—1R. La curva de nivel de f de altura c es el conjunto:

Se ={(x,y)i f(x,y) = c}.
Ejemplos

© Las curvas de nivel de f(x,y) = Ax + By + C, son rectas
Se={(x.y); Ax+By=c—-C}

@ ;Cémo son las curvas de nivel de f(x,y) = x2 + y??

© Las curvas de nivel para la funcién f(x,y) = x> — 2x + y? + 2y son
circunferencias. j Con qué centro y qué radio?

Q Las curvas de nivel para la funcién f(x,y) = xy son las hipérbolas si
c # 0. Para ¢ =0 la curva de nivel Sy esta formada por los dos ejes.
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Funciones de varias variables

Funcion real de 3 variables
Definicién (Superficie de nivel)
Sea f: AC R3—R. La superficie de nivel de f de altura c es:

Sc ={(x,y,z);f(x,y,z) = c}.
Ejemplos

@ La superficie de nivel cero de f(x,y,z) = x> + y? + z?> — 4 es una

esfera de centro (0,0,0) y radio 2. ;A partir de qué valor de ¢ hay
superficie de nivel?

@ La superficie de nivel cero de f(x,y,z) = 16 — 4x?> — y?> — 22 es un
elipsoide. jCudles son sus ejes y su centro?

© La superficie de nivel cero de f(x,y,z) = x> + y? — 1 es cilindro.

@ La superficie de nivel cero de f(x,y,z) = x> — y?> — z es un
paraboloide Hiperbdlico (silla de montar).
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Limites y continuidad
Limites de funciones vectoriales
Definicién

Seaf: A—R™ AC R", ya€ A’ (a3 punto de acumulacién del dominio)
diremos que el limite de f en 3es L

lim f(x) = L,
X—a
si y solo si

Ve >0 36(e) tal que ||f(X) —L|| <€ siXx€E A con ||x—2a| <.

Observacién. |[x| es la norma en R" y ||f(X) — L|| en R™.

Ejercicio. Probar que si f(x,y) = x, se cumple que

lim f(x,y)=a.
e Ty T )
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Limites y continuidad

Propiedades

Proposicién

Seanf,g: A— R, ACR", 3 € A, tales que existen los limites
limf(x) =L y limg(x) = Ly, entonces:
X—a X—a

0 lim [(x) + g(x)] = im f(x) + lim g ().
@ lim [f(x) - g(x)] = lim £(x) - limg(x).

| f(x) A )
© 5ily #0, se cumple Ylgnég(y) = limg®)’

xX—a

Ejemplos. Calcular los siguientes limites

552 2 2
) im Y
() =(L-1) X +y

. i
) () 12) X2 + 2
iy lim sen(xy)

iv lim X COS —
(xy)—(3,0) Yy (x,y)—(0,1) Xy
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Limites y continuidad

Limites limite segin subconjuntos

Definicién

Seaf: A—R™ ACR" ac A, yseaB C Acona e BBnA,

Llamaremos limite de f relativo a B ( o segiin B) en 3, al valor limf|g
X—a

cuando exista.

Observacion.
O Si existe
lim f(x) = L,
X—a
entonces existe el limite seglin cualquier subconjunto.
@ Si existen dos subconjuntos distintos A, B C D, (a,b) € AN B’ de
forma que
lim f[a(x) # lim f[p(X),
X—a X—a
entonces no existe el limite
lim (X)
X—a
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Limites y continuidad

Limites de funciones f : R> — R
O Limites reiterados. Nos acercamos al punto (a, b) primero en una
variable y luego en la otra:

lim (um f(x,y)) © lim <y|i_r>nbf(x,y)>7

y—b \x—a X—a

no deben confundirse los los limites dobles, en los que nos acercamos
al punto (a, b) simultaneamente en x y en y.
© Limites por rectas. Es un caso particular de limite segiin un
subconjunto, cuando B es una recta de la forma y = m(x — a) + n.
Se hace el limite )I(@a f(x,m(x — a) + n).
Si este limite da valores distintos para distintos m, el limite no existe.
Si no depende de m, el limite doble puede existir o no.
© Polares. Se hace el cambio x =a+ pcosf ; y =b+ psenf y se
calcula
lim f(a+ pcosf, b+ psenb),
p—0

si este limite existe y no depende de 0, el limite doble tiene ese valor.
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Limites y continuidad

Ejemplos Limites de funciones f : R> — R

Dados los limites dobles

) _ 2x2 —y? . X2+ y?
i) lim ———2=5 i) im —
(x,y)=(0,0) X= + 3y (xy)=(0,0) X

3x%y xy?

”I) (x,y)IlT)](O,O) x2 + y2 IV) (x7y)ll>n(070) X2 + y4

© Calcula los limites iterados correspondientes e indica si con el
resultado obtenido se puede afirmar que existe o que no existe el
limite doble.

@ Calcula los limites por rectas correspondientes e indica si con el
resultado obtenido se puede afirmar que existe o que no existe el
limite doble.

© Calcula los limites por polares e indica si con el resultado obtenido se
puede afirmar que existe o que no existe el limite doble.
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Limites y continuidad

Propiedades de limites de funciones vectoriales

Proposicién (Limites por componentes)

Seaf : A—R™, ACR"yac A, L= (Ly,Ls,...,Ln) € R™, entonces
se cumple

lim f(X) =L <= lim fi(xX) =Lk, (k=1,2,...,m).

X—3 X—3
Observacién. El limite de una funcién vectorial f : A ¢ R"—R™,
se calcula mediante los m limites de sus funciones componentes, que son
funciones reales de n-variables.

Ejemplo. Calcula

lim  f(x,y),
et o0y )

siendo f(x,y) = (e, sen(x — y),x%>sen —).
x
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Limites y continuidad

Propiedades de limites de funciones vectoriales
Proposicién

Sean f,g : A—R™, ACR", 3 € A, tales que existen limf(x) = Ly y
X—a
limg(x) = Ly, entonces:
X—a
@ lim[f(x) +&(X)] = limf(x) + lim g(x).
X—a X—ra X—a
@ Si )\ € R, entonces lim Af(x) = Alim f(X).
X—a X—a
Q lim < f(x),g(X) >=< limf(x), limg(x) >, (siendo < -,- > el
X—a X—a X—a
producto escalar).

Ejemplo. Calcula

lim < f(x,y),g(x,y) >
o ™o0) (x,y),8(x,y)

_ 1
siendo f(x,y) = (€, sen(x — y),x?sen ~) y

2(x.) = (cos(). (1 + x + ). VI3 —32).
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Limites y continuidad Continuidad

Continuidad
Vamos a considerar funciones f : A C R" — R"™
Definicion

Diremos que f es continua en 3, si y solo si,
Ve > 0,35(€) > 0, tal que ||f(X) — f(3)|]| <€, six € Acon ||x —3| <.

Se dice que f es continua en A si es continua en cada punto de Ay se
denota por C(A).

Proposicién

Q Siae AN A, entonces se cumple

f escontinuaena <= lim f(x) = f(a).
X—a

@ Siac A\ A (punto aislado), entonces f es continua en a.

Ejemplo. La funcion f(x yzj = x es continua en todo punto (a, b) € R?.
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Limites y continuidad Continuidad

Propiedades de funciones continuas

Proposicién

Sean f,g : AC R" — R funciones continuas en 3@ € A, entonces:
© f + g es continua en 3.
@ f - g es continua en 3.

© Sig(a) #0, entonces f/g es continua en a.

Ejemplos. Estudia la continuidad de las siguientes funciones

5x2y )
o f(x,y): x2+y2 Sl (X>Y)7£O
0 si (x,y)=1(0,0).
xX2—y?
Q f(x,y)= Xty i x# -y
0 si x = —y.

iSe puede definir esta funcién en los puntos (x, —x) de forma que sea
continua en todo R??
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Limites y continuidad Continuidad

Proposicién (composicion)

Sean f : AC R"—R™ continua en 3, yg : f(A) C R™ — RP, continua
en f(3); entonces:
gof:A—RP es continua en a.

Ejemplos. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

sen(xy) 1
. — 0 . XCos— X 0
) flxy)= y 77 i) f(x,y) = v V7
0 y=0. 0 xy = 0.
Corolario
Sean f : A C R"—R™, tal que limf(x) =L € f(A), yg: f(A)—RP
X—a

Continua en Z,' entonces
lim 2(F(%)) — 2 (limf(x)> _2(L).
X—a

Ejemplo. Sean g(t) = e'y f(x,y) = xcos 1. Aunque f no es continua en

y
0,0), se tiene que lim f(x, =1.
(0,0) q (va)ﬁ(o’o)g( (x,¥))

Facultad de Informatica (UPM) () CALCULO Il Funciones de varias variables 19 / 36



Limites y continuidad Continuidad

Proposicién (funciones vectoriales)

Sea?:ACR"—ﬂRm,y acA,

f(X) es continuaen a <= f(X) es continuaen a, k=1,2,...

Ejemplo. Continuidad de la funcién
1
r Xty — 2com TV
fix,y) = (eXT¥,sen(x — y), x* sen X) si x#0

(e’,sen(—y),0) si x=0.
Proposicion (Propiedades)
Sean f,g: ACR"—R™, f y g continuas en a, entonces:
@ (f +2)(x) es continua en a.
@ (M )(X) es continua en a.
Q < f(X),g(x) > es continua en 3.

Q La funcién norma || - || : R" — R, dada por

IIX]| = \/x12 + X2 4 ...+ x2, es una aplicacion continua en X.

Facultad de Informatica (UPM) () CALCULO Il Funciones de varias variables

20 / 36



Derivadas parciales

Derivadas parciales
Definicion
Seaf: ACR"—R, con a € A, con A abierto. Llamaremos derivada

parcial /-ésima de la funcién f en 3 = (a1, a2,..., an), al siguiente limite
cuando exista

im f(ai,a2,...,8i-1,%,@i4+1,.--,an) — f(a1,32,...,2i-1,3i,3j41---,an)
X—aj X — aj ’
a este limite se le llama D;f(3), %(a). f, (3). La versién incremental serd
X; i
im f(ai,...,ai—1,ai + k,aiy1,...,an) — f(a1,...,2i-1,8i,3j41---,an)
k—0 k '
Definicién

Sea f : AC R"—R™, A abierto, f continua en A. Diremos que f es de
clase 1 en A (f € C1(A)) si todas las derivadas parciales de todas las

componentes f; de f existen y son continuas en A.
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Derivadas parciales Matriz Jacobiana

Matriz Jacobiana
Definiciéon (Matriz Jacobiana)
Sea f : A—R™, A abierto de R". Si existen las derivadas parciales

%

8x-(§)’ parai=1,2,...,.myj=1,2,...n,
di

llamaremos matriz Jacobiana de f en 3, a la matriz

ofi . 0fi,_ ofi _
@ a) a)?(a) 67(3)
& 5) @ 5) afg(g)
?’(5) - | 0x1 Ox2 T 0x,
ofn . Ofn . Ofs
87)(1 a) 87)(2(3) e 8Xn (a)
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Derivadas parciales Matriz Jacobiana

Funciones reales

Observacién. Sies una funcidnreal, f : A C R" — R, la matriz Jacobiana

de f en 3 tiene una sdlo fila y podemos considerar que es un vector que
llamamos Vector Gradiente

Vf(3) = <§X’:(a), g);(a),...,gxfn(a)> .

Derivadas parciales de funciones de dos y tres variables.

Q f: R> SR,
of . f(x,b)—f(a,b) Of . f(a,y)—f(a,b)
ax (@) = Jim === == 5 (ab) = lim >
g fR3—>R, g(a’b’c): ||m f(X7b7C)_f(aab7C),
ox x—a X —a
of . f(a,y,c)—f(a,b,c) Of . f(a,b,z) — f(a,b,c)
— = |lim ;o= = lim
Oy  y—b y—b 0z z-c z—c
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Diferencial

Diferencial
Definicion
Sea f : AC R"—R™, con A abierto. Se llama diferencial de f en 3 a

la aplicacién lineal df(3;-) : R” — R™, definida por la matriz Jacobiana,
cuando se cumple que

i IFG) —7(3) = F (@)X = 3)llm

X—3 Ix —3a||n

=0.

Teorema (diferenciabilidad = continuidad)

Sea f : A—R™, A C R" abierto, tal que f es diferenciable en a € A,
entonces f es continua en a.

Teorema (diferenciabilidad por componentes)

Seaf: A—sR™ y A C R" abierto, a € A, entonces se cumple

f diferenciable ena <= f; es diferenciable en 3 parai=1,2,..., m.
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Diferencial Propiedades de funciones diferenciables

Proposicién

Sean f,g : AC R" — R funciones diferenciables en a € A, entonces:
Q f + g es diferenciable en a.
@ f - g es diferenciable en a.
© Sig(a) #0, entonces /g es diferenciable en a.

Ejemplos. Estudia la diferenciabilidad de la funcién

5x%y )
O flx.y)=4 2+y2 bey) 70
0 si (x,y)=1(0,0).
X2y
Q f(x,y)= X+y i x# -y
0 si x = —y.
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Diferencial Propiedades de funciones diferenciables
Teorema (condiciones suficientes de diferenciabilidad)

of;
Sea f : A—>R™, A abierto de R", y tal que existen 8( X) , Vx € A, con
X;
g
1<i<myl<j<n,yademds son funciones continuas en a € A;
entonces f es diferenciable en 3.

_ x+y g _ 1 i
Ejemplo. Dif. de f(x,y):{ (€7, sin(x —y), xsen ) si x) #0

(e”,sen(—y),0) six=0
f fi
of =Y, oh — 1Y son continuas = f; diferenciable en R>.
ox Oy
f; f;
% = cos(x—y); of = — cos(x—y) son continuas = £ diferenciable en R2
Ox dy
f 1 5 Of
%:sen—— X ; ofs = 0 son continuas si x # 0 = f3 dif si x # 0.
Ox X X Ay
En los puntos (0, b):
f: f(x,b) —f(0,b 1
83(o b) = lim (o b) = (0.6) _ ) sen —3 = no dif en (0, b).
—0 X x—0 X

Facultad de Informatica (UPM) () CALCULO Il Funciones de varias variables 26 / 36



Diferencial Regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena)

Sean f : ACR"—R™ yg: f(A)— RP, tales que f es diferenciable en
a € A y g diferenciable en f(3), entonces g o f es diferenciable en a y se
cumple

d(g o f)(a) = dg(f(3)) o df(a).

Es decir, la matriz Jacobiana de la composicién (g o f)'(a), serd

%8 7z)) ... 8g1(f( DR EIC I
222?, a - # G
@) . G2 @) = @ - 52
0gp ;7 ' 0gp :*7 afm — X 3fnq: _
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Diferencial Regla de la cadena

Regla de la cadena para funciones de una variable

Q@ F:ACR? =R, F(t) = f(x,y), siendo x = x(t),y = y(t).
Entonces se tiene

OF _ 0f dx _0f by
ot OxO0t Oyot

Q@ f: ACR® =R, F(t) = f(x,y, z), siendo
x =x(t),y = y(t),z = z(t). Entonces se tiene

OF _9fox  ofdy o oz
Jt  0OxO0t 0Oyot 0zot
Q@ f:ACR" =R, F(t) = f(x1,x2,...,X,), siendo

x1 = x1(t), x2 = x2(t), ..., xn = xn(t). Entonces se tiene

OF _of o 0f o 0f ox,
Ot  Ox3 Ot  Oxp Ot Oxp, Ot
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Diferencial Regla de la cadena

Regla de la cadena para funciones varias variables
variable

Q@ F:ACR? =R, F(s, t) = f(x,y), siendo x = x(s, t),y = y(s, t).

Entonces se tiene
OF  Of Ox 8f87y

95 0x0s | dyos

oF B of Ox  Of Oy

ot~ oxot ayot

Q@ f:ACR? =R, F(u,v,w) = f(x,y, z), siendo
x=x(u,v,w),y = y(u,v,w),z = z(u,v,w). Entonces se tiene

OF 0fox 0fdy Of 0z
ou _ 0x0u  Oyou  dzou
OF B of Ox 0fQdy Of 0z
v oxov dyov  dzov
oF B of Ox of dy  Of 0z
ow  oxow T oyow  ozow’
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Diferencial Regla de la cadena
Derivacion implicita

@ Seaf:ACR* >R, ac Ayl ={(xy)|f(x,y) =0} Si §£(a) #0,
se tiene que f define a y como funcién implicita de x, es decir
Jp:l ->Rtalqueacl, y=p(x)y f(x,o(x)) =0¥x € I. Dicha
funcién es derivable en a y se cumple

o0 & (. 0(a))

09(a) = f(a) = - 27

0 I (2, 0(a))
By y P

Q@ ACR}=R,yS=/{(x,y,z)|f(x,y,z) =0}. Si %(5) #0, se
tiene que f define a z como funcién implicita de (x,y), es decir
Jp: Il - Rtalqueacl, z=p(x,y)y f(x,y,o(x,y)) =0Vx € I
Dicha funcién es derivable en (a, b) y se cumple

of
be  olabwlab) o, o (aburtart)
8X(a b) of s aiy(% b) T3
8Z(a, b, ¢(a, b)) 5y ~—(a, b, (a, b))
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Aproximacion lineal

Aproximacion lineal

Sea f : A C R? — R, diferenciable en (a,b) € A. Por la definicién de
diferencial, tenemos

fla,b)= lim <f(x,y) _ g)’:(a, B)(x — a) — g;(a, B)(y — b)> .

(x.y)—(ab) dy

Es decir, para puntos (x, y) muy cercanos a (a, b), se tiene

f(x,y)~ f(a,b)+

of of
8X(a’ b)(X - a) + aiy(‘% b)(y - b)7

donde la parte de la derecha es lineal. De forma incremental, llamando
x=a+h,y=b+hyAz=Ff(a+ h,b+y+ h)—f(a,b), se tiene
of of
Az~ —(a,b)h1 + —(a, b) hy.
z ax(aa ) 1+8y(a, Yha
Ademads, para valores pequefios el error (la aproximacién) es menor que
II(h1, h2)|| ya que dado 1 > & > 0, existe ¢ tal que

of of :
|8z = =-(a,b)h — -(a, b)ha| < [|(h1, k)|l si. I (ha, h2)l| <.
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Gradiente y derivadas direccionales
Definicién
Sea f : A— R, A C R" abierto, a € A, llamaremos derivada de f segtn el

vector v € R” en el punto 3 € A, al siguiente limite, cuando exista,

f(a+tv)—£(a)

Dyf(3) = lim
v ( ) t—0 t
Cuando V es un vector unitario, es decir |V|| = 1, a la derivada segin Vv se

la denomina derivada direccional.

Observacién. En R2, la derivada direccional es la pendiente de la tangente
en el punto 3 a la curva que resulta de intersecar la superficie con el plano
normal al plano OXY que pasa por 3 y que contiene V.

Teorema (Valor Medio )

Seaf : A— R, A C R" abierto, tal que f es diferenciable en A. Sean
ab € A, tales que el segmento S que los une a con b estd contenido en A,
entonces existe un punto ¢ € S tal que

f(b) — f(a) = Vf(c)(b - 2a).
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Gradiente y derivadas direccionales

Proposicion (Propiedades del vector gradiente)
Seaf: ACR"— 1R, A abierto. Si f es diferenciable en a € A, entonces

© Existe la derivada direccional de f en a segtin el vector V para cada v
de R". Ademds

Dyf(a) = df(a;v) = Vf(a)-v
@ La derivada direccional maxima se alcanza en la direccion del
gradiente, y vale la norma del gradiente:
Dyf(a) = Vf(a) - v = [[VF(@)| - [[v]| cos(V£(a), V) < [VF ()]l
© La derivada direccional es nula si V1.V f(a):

e Sin=2 (n=3), Vf(3) es ortogonal a la curva (superficie) de
nivel.

. of of
Q Sin=2, el vector <8x(a)’ @(5), —1> ,
es ortogonal al plano tangente.
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Tangentes y normales

Superficies. Plano tangente

© Grifica de f : A C R> — R diferenciable en (a, b) € A. El plano
tangente a {(x,y,z)|z=f(x,y)} en (a, b, f(a,b)) es
of

Of
ax (@ D)= a) + 5o(a, b)(y — b) =z~ f(a b)

@ Forma implicita. f: A C R® — R, diferenciable en (a, b,c) € A, el
plano tangente a {(x,y,z)|f(x,y,z) =0} en (a, b, c) es

0z

© Paramétricas. v: A C R? —R3, (s, t) = (x(s, ), y(s, t), 2(s, t))
diferenciable en (sp, to) € A, el plano tangente a
{(X(Sv t)ay(sv t)7z(57 t))](s, t) € A} en '7(507 tO) = (a, b, C) es

0 0 0
(%7, 2) = 7(s0: o) + (5 (50, t0). 5= (s0. o), 5= (50, to))

Os
0 0 0
(5 (50, t0). S (50, t0). - (50, o))
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Tangentes y normales

Curvas en el plano. Recta tangente

O Grificade f : AC R— R derivable en a € A. La recta tangente
a{(x,y)ly = f(x)} en (a,f(a)) es

y —f(a) =f(a)(x - a)

el vector normal es:  (f'(a),—1).

@ Forma implicita. f : A C R? — R, diferenciable en (a, b) € A. La
recta tangente a {(x,y) € R?|g(x,y) =0} en (a, b) es

of

Ox

of
(2.b)(x — 2) + (. D)y ~ b) =0

el vector normal es:  Vg(a,b).

© Paramétricas. v: A C R —R?, (t) = (x(t), y(t)) diferenciable en
(to) € A. La recta tangente a {(x(t),y(t))|t €I} es

(x, ) = 7(to) + t7'(t0) = (a, b) + t(x'(to), ¥ (t0)).
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Tangentes y normales

Curvas en el espacio. Recta tangente
@ Implicitas: interseccién de dos superficies.

{ S1=A{(x,y, 2)|f(x,y,z) =0}
S2 = {(X,y,Z)|g(X,y,Z) = 0}

La recta tangente es la interseccién de los dos planos tangentes

g(a, b,c)(x —a)+ g;(a, b,c)(y — b) + %(a, b,c)(z—¢)=0

ox

9g 9g g _

a(aa b7 C)(X_a)—i_@(av b7 C)(y b)+5(av b? C)(Z C) =0

@ Paramétricas. v: A C R—R3, y(t) = (x(1), y(t), z(t))
diferenciable en (tp) € A. La recta tangente a

{(x(2), ¥(2), 2(¢))[t € I} es
(x,y) = (o) + t(x'(t0), ¥'(t0), Z'(t0)).
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